




DESIGUALDAD Y LEYES DE POTENCIA  










Por lo menos desde los tiempos de Pareto (1897) se reconoce que una 
pequeña fracción de la población controla una gran proporción del 
ingreso total de una sociedad. Para algunos, la distribución del ingreso es 
quizás el primer ejemplo de una ley de potencia, regla empírica bajo la 
cual una variable aleatoria alcanza valores altos con una probabilidad 
baja, y valores bajos con una alta probabilidad. En este artículo 
verificamos si la distribución del ingreso de los colombianos más ricos se 
ajusta a una ley de potencia. Además, basados en el proceso de Yule 
(1925), y en general, en la teoría de los procesos estocásticos, 
presentamos un modelo teórico cuyo objetivo es explicar por qué el 
ingreso se distribuye de acuerdo a una ley de potencia. La esencia del 
modelo es que la riqueza presenta un efecto acumulativo tal que a mayor 
nivel de ingreso, mayor probabilidad de incrementarlo. 
 
 
1.  Introducción 
 
¿Qué tienen en común la desigualdad económica y la distribución del número de especies 
entre géneros en biología? En principio, parecería no haber una relación clara. Pero no es 
así. Existen muchos géneros conformados por pocas especies, mientras que pocos géneros 
tienen muchas especies; de forma similar, muchas familias tienen un ingreso bajo, 
mientras que pocas familias tienen un ingreso alto. ¿Será que esta analogía les permite a 
los economistas, con base en los adelantos de los biólogos, entender mejor los orígenes de 
la desigualdad?  
 
¿Cuáles son las causas de la desigualdad? ¿Qué factores la atenúan y cuáles la acentúan? 
¿Existen patrones o regularidades empíricas y estadísticas comunes a la distribución del 
ingreso en diferentes sociedades y en distintos momentos del tiempo? Pareto (1897, 1906) 
fue uno de los primeros en teorizar sobre este tema. En sus propias palabras
1, 
 
La sociedad no es homogénea, y aquellos que no cierren sus ojos 
deliberadamente deben reconocer que los hombres difieren notablemente 
los unos de los otros desde el punto de vista físico, moral e intelectual. 
(…) A estas desigualdades de los seres humanos per se corresponden las 
desigualdades económicas y sociales, que observamos entre toda la 
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gente, desde los tiempos más antiguos hasta el presente, en cualquier 
lugar del mundo, y de tal forma que esta característica siempre está 
presente. 
 
De hecho, el estudio sistemático que Pareto hiciera de la desigualdad constituye un hito 
en el análisis de las leyes de potencia, campo de la estadística matemática y aplicada de 
amplia divulgación en los últimos años.
2 Diversos fenómenos de las ciencias naturales y 
de las ciencias sociales pueden ser descritos satisfactoriamente por medio de este tipo de 
leyes, dando paso a una interesante retroalimentación entre disciplinas. Por ejemplo, 
adelantos en el estudio de los terremotos han ayudado a algunos a entender mejor las 
fluctuaciones económicas
3.  Este trabajo apunta en una dirección similar. Creemos que el 
entendimiento de ciertos fenómenos biológicos puede servir como guía para comprender 
el fenómeno económico de la desigualdad. 
 
Este artículo tiene dos objetivos primordiales. En primer lugar, buscamos verificar si la 
distribución del ingreso en Colombia sigue una ley de potencia, una regla simple que ha 
explicado empíricamente la distribución del ingreso en un importante número de países y 
en distintos periodos de tiempo
4. Si lo anterior se cumple,  podremos identificar qué 
porcentaje de la población colombiana es dueña de los ingresos más altos de la sociedad. 
Esta ley es sumamente importante porque mide el desequilibrio que existe en un rango 
primordial del ingreso. El segundo objetivo es construir un modelo teórico que nos 
permita entender cuáles son los mecanismos que hacen de la desigualdad un fenómeno 
persistente. El modelo que presentamos es una aplicación del proceso de Yule (1925), un 
modelo introducido originalmente para explicar la distribución del número de especies 
entre géneros en biología. La esencia de nuestro modelo es que la probabilidad de que una 
familia aumente su ingreso, es creciente en su nivel original de riqueza. Es decir, la 
riqueza atrae cada vez más riqueza. Además, factores como la imperfección del mercado 
crediticio, el grado de movilidad social o el enfoque de la política económica, explican si 
la desigualdad es mayor o menor entre los más ricos. 
  
Este artículo se compone de cuatro secciones, incluyendo esta introducción. En la sección 
2 definimos el concepto de ley de potencia y presentamos algunas de sus propiedades 
principales. En particular, vemos qué relación existe entre las leyes de potencia, la 
distribución del ingreso y la ley de Pareto. En la sección 3 presentamos un ejercicio 
empírico en el que determinamos, usando como muestra la Encuesta de Calidad de Vida 
de 2003 realizada por el Departamento Nacional de Estadística (Dane), si la distribución 
del ingreso en Colombia se ajusta a una ley de potencia. Mostramos que esto ocurre en 
ocho de las nueve regiones que componen la encuesta, pero no ocurre a nivel nacional. En 
la sección 4 exponemos un modelo teórico cuyo propósito es explicar por qué el ingreso se 
distribuye de esta forma y qué factores atenúan o acentúan la desigualdad. Por último, en 
la sección 5 discutimos las principales conclusiones y recomendaciones del estudio. 
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Unido, Hayakawa (1951) y Yamamoto et. al. (2005) para el caso japonés, Sitabhra (2005) para la India, 
Clementi y Gallegatti (2005a) para Italia o Majunder y Chakravarty (1990) para el caso de Estados Unidos.   
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2.  ¿Qué es una ley de potencia? 
 
Hace ya más de un siglo Vilfredo Pareto (1897, 1906), en su “Cours  d’Economie 
Politique” y en su famoso “Manual de economía política”, sugirió que el ingreso más alto 
de la economía tiende a distribuirse de acuerdo con una ley.  Algunos la llaman la regla 
80/20, según la cual el 20% de la población concentra el 80% de la riqueza de una nación. 
En términos generales, la aseveración de Pareto es que en todos los países y en todos los 
tiempos, una fracción pequeña de la sociedad, controla una fracción alta de la riqueza.  
Este es, quizás, el primer ejemplo propuesto y analizado sistemáticamente de una ley de 
potencia (power law), que en los últimos años ha atraído la atención de científicos de 
diversas disciplinas. 
 
Los términos distribución de potencia (power law distribution), ley de Zipf y ley de 
Pareto
5, son usados para describir eventos en los cuales una variable aleatoria alcanza 
valores altos con poca frecuencia, mientras que los valores medianos o bajos son mucho 
más comunes. Por ejemplo: i) hay pocas ciudades grandes y muchos pueblos pequeños, en 
relación al número de habitantes; ii) hay pocas palabras que se utilizan con mucha 
frecuencia en un texto, mientras muchas otras se usan pocas veces; iii) en la luna, la 
frecuencia de los cráteres pequeños es alta, mientras que los cráteres grandes son menos 
frecuentes; iv) Usando la escala de Richter, son pocos los grandes terremotos, pero muy 
frecuentes los movimientos telúricos de baja intensidad; v) existen pocos géneros 
biológicos con muchas especies, y muchos con pocas; así sucesivamente, se pueden 
encontrar otros fenómenos naturales y sociales en las cuáles la variable de interés, sigue 
una distribución de potencia. En el caso de la distribución del ingreso, y como lo 
observara Pareto, la frecuencia de personas o familias con ingresos bajos es alta, mientras 
que la de individuos con ingresos altos es baja. 
  
2.1  Características de una ley de potencia 
 
Cuando la probabilidad de alguna variable se distribuye de acuerdo a una ley de potencia, 
su función de distribución se define como:   
 
α − = Cx x p ) ( 
 
donde p(x) es la frecuencia (probabilidad) de que la variable tome un valor de x, α es el 
exponente de la distribución (el cual tiene que ser mayor que 1, porque de lo contrario al 
normalizar la función ésta no converge), x es la variable que se quiere analizar y C es una 
constante que depende del tipo de evento.  
 
Si tomamos logaritmos a ambos lados de (1), vemos que para una ley de potencia 
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lo cual implica que en una gráfica con escala logarítmica, la relación entre  ) ( ln x p  y  x ln , 
es descrita por una recta cuya pendiente negativa es α .  
 
En la práctica, saber con certeza si una variable se distribuye como una distribución de 
potencia es difícil. Sin embargo, es posible inferir, y es lo que haremos en la siguiente 
sección de este artículo, si ciertas observaciones son consistentes con este modelo.  
 
             2.2 Leyes de potencia y la ley de Pareto 
 
¿Qué relación existe entre una ley de potencia y la ley de Pareto? En particular, ¿qué papel 
juega  α  en el entendimiento de la desigualdad en la distribución del ingreso? Para 
responder a estas preguntas, es útil emplear la distribución acumulada complementaria 
(CDF) de potencia. Si llamamos  ) (x P  a la distribución acumulada complementaria, 
entonces 
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x         (4)   
 
donde  min x  es el menor valor a partir del cual se satisface la ley de Pareto. Este término 
será clave en el análisis que haremos más adelante. De acuerdo con la anterior definición, 
el exponente es la pendiente de dicha función, de forma que cuánto más grande sea α, 
mayor será la frecuencia acumulada  ) (x P de algún  valor  x.  
 
En la gráfica 1 se presenta la distribución acumulada complementaria (ecuación 4) en 
escala logarítmica, que es igual a: 
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donde (-α +1) es claramente la pendiente de la línea recta que se observa. En este sentido, 
y de acuerdo con lo que hemos definido hasta el momento, en la medida en que el 
parámetro  α  tome un valor más alto, la probabilidad acumulada será mayor ya que la 
probabilidad acumulada complementaria será menor. A manera de ejemplo, sí P(x) 
representa la probabilidad acumulada de que un hogar tenga un ingreso mayor a 5 
millones de pesos, si α es mayor, la probabilidad acumulada de que una familia tenga 
dicho ingreso también lo será. En otras palabras, cuánto más se aproxime a 1 el 
parámetro α , menor será la probabilidad de que un hogar tenga un ingreso mayor que x. 
Esto significa que un menor α  implica una mayor desigualdad en la distribución del 
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Una pregunta interesante que se desprende de la ley de Pareto es entender en dónde se 
encuentra la mayor parte de x (valores del ingreso) con relación a la frecuencia relativa 
(población).  La anterior ecuación permite estimar la población que tiene un nivel de 
ingreso mayor que cierto valor x. Ahora queremos saber cuál es el porcentaje del ingreso 
que posee dicha población.  
 
Llamemos  2 / 1 x   al nivel de ingreso que divide a la distribución complementaria de 
potencia (ecuación 4) en dos partes. La primera,  es el porcentaje de la población que tiene 
un ingreso mayor que xmin pero menor que  2 / 1 x ; la segunda parte es la población cuyo 
ingreso está por encima de  2 / 1 x . Por lo tanto,  2 / 1 x  satisface las siguientes condiciones:  
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Este ingreso representa el nivel medio de la distribución del ingreso, y con base en él, 
podemos calcular el ingreso agregado de la población cuyos ingresos son superiores a 
2 / 1 x , usando el valor esperado de la distribución complementaria de potencia (para x 
































7 que  2 > α , es evidente que el 50% más rico controlará una fracción menor de 
la riqueza, cuánto más alto (alejado de 2) sea  α . 
 
De manera general, nos interesa conocer la fracción del ingreso en manos de la población 
cuyo ingreso es superior  x (donde  min x x ≥ ).  De forma similar a como derivamos la 















W       (8) 
 
donde W  es la fracción del ingreso en manos de la población cuyo ingreso es superior a x 
(nuevamente, es necesario asumir que α  es mayor que 2, porque solamente así las 
integrales convergen). Despejando  
min x
x
 en (4) y (8) y reordenando, encontramos una 
ecuación que establece qué fracción del ingreso total es controlada por la fracción más rica 








P W  
 
Como  2 > α  y   ) 1 , 0 ( ∈ P ,  diferenciando (9) vemos que si α  disminuye, aumenta la 
fracción del ingreso (W) en manos la fracción (P) más rica de la sociedad. De hecho, de 
(9), es claro que la famosa regla paretiana del “80/20”, para la cual  8 . 0 = W  y  2 . 0 = P , el 
parámetro α debe ser igual a 2.16. Este sería el valor de la potencia consistente con la 
observación del siglo XVIII de Pareto.  
 
Así, la ley de Pareto es un caso particular de una ley de potencia. Entender las 
propiedades fundamentales de los sistemas generadores de leyes de potencia, puede ser 
un mecanismo para entender la emergencia y la evolución de la desigualdad en una 
sociedad. 
 
2.3 Estimación del parámetro 
 
El exponente α se puede estimar por varios métodos: un primer método es graficar los 
datos y calcular la pendiente; otro es utilizar mínimos cuadrados ordinarios (MCO), pero 
en este caso el estimador es sesgado. Por esta razón, la literatura especializada en el tema
8 
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porque de lo contrario, las integrales de (6) divergen.  




recomienda estimar este parámetro usando máxima verosimilitud, ya que el resultado es 
un estimador asintóticamente eficiente, es decir: i) es consistente, ii) se distribuye 
asintóticamente y iii) tiene una matriz de covarianzas asintóticas.  
 
La ecuación que resulta para estimar el parámetro α por el método de máxima 
verosimilitud (MLE) es
9: 















n α          (10) 
 
donde  n es el número de observaciones y como dijimos anteriormente,  min x  es el menor 
nivel de la variable, desde donde se cumple la ley de potencia. El error estadístico de este 
parámetro, estimado por máxima verosimilitud, es
10: 
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Es con base en estos resultados que haremos la estimación de la  ley de potencia para el 
caso colombiano. 
 
3.  Análisis Empírico de la Distribución del Ingreso en Colombia 
 
El objetivo de esta sección es verificar empíricamente si los ingresos de los hogares más 
ricos de Colombia se distribuyen de acuerdo a la ley de Pareto. El ingreso disponible de 
los hogares es un ingrediente básico de cualquier economía, y en la medida en que se 
pueda medir el porcentaje de hogares dueños de los ingresos más altos, es posible entender 
cuál es el patrón distributivo que se presenta en la sociedad, lo cual puede ayudar en el 
diseño de políticas públicas que mejoren el nivel de vida de las personas.  
 
En esta sección se examina el conjunto de datos que  componen la Encuesta de Calidad de 
Vida del Dane, la cual viene efectuándose desde 1991. Esta encuesta se realiza con el 
objetivo de medir variables relacionadas con ingresos, egresos, educación, y algunas otras 
variables sociodemográficas de los hogares.  
 
Para este trabajo se utilizó la ECV de 2003. Como se muestra en la tabla 1, esta encuesta 
es representativa a nivel nacional y a nivel de 9 regiones en Colombia. La muestra de la 
encuesta es de 24.090 hogares, que expandida a nivel nacional, representa 11.194.108 
hogares. En el caso especial de Bogotá, la ECV es representativa a nivel de localidad, pero 
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Todas 11.194.108  
Fuente: ECV -2003, DANE 
** El número de los hogares ya se encuentra expandido a nivel nacional. 
  
En la tabla  2 se presentan las principales estadísticas descriptivas de la variable “ingresos 
del hogar”, para cada una de las 9 regiones. Como se puede analizar, a nivel nacional se 
presenta una gran dispersión en los datos, es decir, los ingresos disponibles  de los hogares 
colombianos presentan una gran variabilidad frente al ingreso promedio del país. Este 
fenómeno se presenta en mayor magnitud en Bogotá y San Andrés. 
 
Por otro lado, el estadístico de forma, el coeficiente de asimetría
11, indica que en todas las 
regiones se presenta una asimetría hacia la derecha, en especial, en la región Central. Esto 
significa que el porcentaje de hogares con ingresos más altos es un porcentaje 
relativamente pequeño. En otras palabras, esto podría indicar que existe una concentración 
de ingresos alta en todo el país. 
 
Tabla 2 
P Pr ri in nc ci ip pa al le es s   e es st ta ad dí ís st ti ic ca as s   d de es sc cr ri ip pt ti iv va as s   
d de el l   i in ng gr re es so o   d de el l   h ho og ga ar r   
 
                      Fuente: ECV -2003, Dane   y  cálculos propios 
                       Nota: Los ingresos están en pesos corrientes a 2003 
 
 
                                                 
11 El coeficiente de asimetría es igual a cero cuando la distribución es simétrica, positivo cuando existe 
asimetría a la derecha y negativo cuando existe asimetría a la izquierda. 
 
Región Mean Std. Dev. Asimetria Min Max
Todas 1,736,612 2,487,891 6 833 67,706,672
Atlántico 895,513 1,308,128 8 15,167 25,216,668
Oriental 916,211 1,023,747 8 9,167 10,948,667
Central 804,241 1,224,759 10 6,667 26,981,500
Pacífica 869,342 1,218,888 6 8,333 19,564,300
Bogotá 2,195,343 2,875,155 6 833 67,706,672
Antioquia 710,879 791,298 4 20,000 7,665,167
Valle 1,056,829 1,346,744 6 2,167 23,866,668
San Andres 1,860,226 2,628,255 4 4,167 18,474,000





3.1 Histogramas: una primera aproximación a la ley de Pareto 
En la sección 2 dijimos que la firma clásica de una ley de potencia es el histograma 
construido a partir de los datos en una escala logarítmica,  que debe ser, aproximadamente, 
una línea recta con pendiente negativa. 
 
Para comprobar esto sobre los ingresos disponibles de los hogares colombianos, lo 
primero que hicimos fue normalizar la muestra con respecto a un rango de ingreso (∆x). 
La normalización se realiza dividiendo el número de hogares (n) que se encuentran dentro 
de un intervalo (∆x) del ingreso, de manera que sólo quede una observación por cada nivel 
de ingreso. La normalización de los datos es importante porque así la muestra se vuelve 
independiente del número de clases que se decida tomar para construir el histograma.  
 
El histograma representa con claridad la distribución acumulada complementaria de 
potencia, ya que se construye de tal forma que el vértice del diagrama es la razón entre el 
nivel de ingreso y el número de hogares que tiene este nivel, y la directriz es el nivel de 
ingreso presentado de forma ordenada (de menor a mayor).  En este sentido, la línea recta 
con pendiente negativa estaría reflejando la existencia de un gran porcentaje de hogares 
con niveles de ingresos no tan altos, y también la existencia de un pequeño porcentaje de 
hogares con ingresos relativamente altos.   
 
En la gráfica 3 se presentan los histogramas construidos para los ingresos disponibles de 
los hogares a nivel nacional
12.  En el panel de la izquierda presentamos el histograma  
simple, mientras que el de la derecha es un histograma con escala logarítmica.  
 
Se puede observar en el histograma con escala logarítmica la línea recta con pendiente 
negativa, indicando que la distribución de los ingresos en el caso de Colombia podría 
ajustarse a la ley de Pareto. Sin embargo un histograma no es suficiente para determinar 
este tipo de resultados, ya que éste es un análisis puramente subjetivo y altamente 
sesgado.  
Gráfica 2 
H Hi is st to og gr ra am ma as s   d de el l   I In ng gr re es so o   d de e   l lo os s   H Ho og ga ar re es s   e en n   C Co ol lo om mb bi ia a   
Normal  Con escala Logarítmica 
     Fuente: ECV -2003, Dane   y  cálculos propios 
                                                 




Los histogramas con escala logarítmica construidos para este estudio (ver anexo), 
muestran un ruido en la cola de la distribución, reflejando el hecho de  que la distribución 
de potencia no se presenta a lo largo de toda la muestra, sino a partir de un valor mínimo 
del ingreso xmin. Por tanto, es importante determinar cuál es este valor mínimo a partir del 
cual se cumple la ley de potencia.  
 
 
3.2 Estimando el valor mínimo Xmin y el parámetro α 
 
Johnson (1937), tras encontrar que el ajuste de la distribución de Pareto con diferentes 
datos no siempre es el mejor, y que el exponente α puede variar, concluye
13: “No se puede 
negar que Pareto desarrolló un criterio fundamental. Encontró una descripción simple del 
esquema de la distribución del ingreso en los segmentos altos, y una limitación más 
interesante en el rango de la desigualdad medida en la distribución”. 
    
Johnson, al igual que otros autores, demuestra que la distribución de Pareto se ajusta en 
los niveles más altos de ingreso. La razón se debe a que existe un marcado sesgo en la 
distribución de los ingresos,  que según Pareto, se debe a las habilidades inherentes de las 
personas para sobrevivir. Aquellos con menos habilidades que un nivel mínimo de 
supervivencia deben desaparecer o ser soportados por otros, y aquellos con fuertes 
habilidades tenderán a posicionarse en una sociedad, obstaculizando la redistribución de 
los ingresos.   
 
Teorías más recientes, como las de Reed (2000), Levy (2001) y Fenner (2005), explican 
por qué la ley de Pareto tan sólo se presenta en la cola de la distribución de los ingresos, a 
partir de un proceso estocástico multiplicativo. En un proceso estocástico multiplicativo 
de inversión, la tasa de retorno varía aleatoriamente y los ingresos futuros dependen de la 
inversión inicial. Estos autores asumen que sólo las personas que poseen un nivel de 
ingreso mayor a un ingreso mínimo (xmin.), pueden participar en un proceso estocástico 
multiplicativo de inversión. El retorno de estas inversiones se ajusta perfectamente a una 
distribución de Pareto, bajo el supuesto de que el mercado donde se transan los distintos 
activos es eficiente.    
 
Considerando lo anterior, puede verificarse teóricamente que la distribución del ingreso se 
ajusta a una ley de potencia a partir de un valor mínimo (xmin). No se trata tan sólo de 
tomar arbitrariamente un valor x min a partir del cual la distribución de los ingresos se 
comporta como una distribución de Pareto, sino de estimar el valor del ingreso a partir del 
cual se sabe teóricamente que los hogares pueden acceder a ciertos beneficios económicos 
más que suficientes. Sin embargo, consideramos que hace falta una teoría consistente que 
explique la emergencia de  min x ,  pues los modelos existentes, incluyendo el que 
presentamos más adelante en este artículo, lo asumen de manera ad hoc. 
 
                                                 
13 Traducción nuestra.  
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De esta manera, es necesario estimar un valor xmin que permita hacer un buen ajuste de los 
datos con la distribución de Pareto, además de una buena estimación del parámetro α. Si 
se escoge un valor de xmin muy bajo, es probable que se presente un sesgo en el parámetro 
estimado, y se asuma una distribución de Pareto en donde no la hay. Por otro lado, si se 
escoge un valor de xmin muy alto, se excluye información importante y se podría rechazar 
la hipótesis de que la distribución es de Pareto.  
 
Existen varias maneras de estimar el valor xmin. Newman (2004) y Clauset et. al. (2006) 
recomiendan la prueba de Kolmogorov-Smirnov, en la que se busca minimizar la distancia 
entre la distribución observada y la distribución con la que se quiere hacer el ajuste. 
Además, este método es sensible a pequeñas desviaciones en el valor de xmin.  
 
El estadístico de Kolmogorov-Smirnov se define como: 
 
) ( ) (
min
x P x S Max D
x x
− =
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donde S(x) es la distribución complementaria observada en los ingresos de los hogares 
(para cada una de las 9 regiones de la ECV), y P(x) es la distribución complementaria de 
potencia (ecuación 4). En este caso, D es la distancia absoluta entre estas dos 
distribuciones. Si esta comparación refleja una diferencia significativamente grande, la 
hipótesis nula de igualdad de distribuciones se rechaza; es decir, los ingresos disponibles 
de los hogares no se ajustan adecuadamente a una distribución de Pareto. 
 
La idea fundamental es encontrar el valor de xmin, que minimice la máxima distancia entre  
S(x)  y  P(x).  En la tabla 3 se presentan los valores de xmin, estimados para cada una de las 
9 regiones y a nivel nacional, y el parámetro correspondiente a este valor (ver ecuación 2). 
Se utilizó el método de simulación bootstrap para verificar la consistencia de los 
parámetros. A partir de una muestreo aleatorio de tamaño n sobre los datos observados, se 
estiman los parámetros xmin y α. Este proceso se realiza un número grande de veces, y se 
toma la desviación estándar de los parámetros calculados. En la tabla se puede observar 
que el xmin está acompañado de un valor de incertidumbre calculado a partir del proceso 
bootstrap, y al igual que para el parámetro α,  se presenta su error entre paréntesis. 
 
Tabla  3 
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                                 Fuente: Cálculos propios 
                                 **Están en pesos corrientes de 2003 
                                          Nota: Los valores en paréntesis de la cuarta columna del grafico representan la incertidumbre (%). 
Región n Xmin ** Alfa
Todas 1,548 3,514,000 ± 390 2.88(4)
Atlántico 592 640,000 ± 614 2.46 (5)
Oriental 500 770,000 ± 1,270 2.60 (6)
Central 94 1,959,333 ± 10,600 3.06 (9)
Pacífica 520 769,000 ±  686 2.57 (6)
Bogotá 560 5,950,000 ± 5,617 3.30 (8)
Antioquia 208 1,184,000 ± 2,499 3.26 (9)
Valle 379 1,198,833 ± 1, 948 2.70 (7)
San Andres 109 1,871,500 ± 10,682 2.58 (9)






Los valores de xmin y α  presentados para cada una de las regiones y a nivel nacional, son 
valores que permiten hacer una comparación relativa sobre la distribución de los ingresos. 
En lo que se refiere al parámetro α,  la población que muestra una mayor inequidad entre 
los más ricos es Atlántico, que de acuerdo con la ley de Pareto, el 5% de sus hogares más 
ricos, concentran el 38.9% del ingreso en el rango más alto (ver ecuación 8). El mismo 
ejercicio para Bogotá muestra que el 5% de la población es dueña del 18% de los ingresos 
de la población más rica de la ciudad. Estos resultados indican, de acuerdo la teoría de 
Levy (2001), que son más los hogares en Bogotá que pueden hacer inversiones y lucrarse 
de actividades distintas al trabajo. 
  
Así, el valor xmin  refleja el nivel de ingreso disponible que deben tener los hogares para 
formar parte de la dinámica de inversión que se presenta en la región. Para los hogares en 
Bogotá este valor es de 5.9 millones de pesos, lo que indica que los hogares por debajo de 
este ingreso mensual se encuentran dentro de una dinámica de salario y consumo, es decir, 
hogares por debajo de este nivel de ingreso no pueden acceder a otro tipo de actividades 
(por ejemplo, inversiones en activos fijos), que además del salario, generen otro tipo de 
renta. En el caso de Atlántico, este valor es de 640 mil pesos mensuales, que comparado 
con el valor xmin  de Bogotá, es casi 10 veces menor. Esto indica que en el Atlántico la 
remuneración salarial y el consumo, son mucho menores. Además, los hogares en el 
Atlántico poseen una menor oportunidad para mejorar sus niveles de ingreso frente a las 
oportunidades que puedan poseer los hogares en Bogotá. 
 
Reed (2000) estimó el parámetro α  por el método de máxima verosimilitud para algunos 
países, y encontró que para Canadá el parámetro estimado es de 4.16, mientras que para 
Sri Lanka es 2.09. Al comparar estos valores con Colombia, se encuentra que Canadá 
presenta una mejor distribución de los ingresos en el rango más alto, mientras que Sri 
Lanka presenta una mayor concentración de los ingresos en la cola de la distribución.  
 
Al hacer la misma comparación, pero ya no a través de α, sino a través de un indicador de 
desigualdad como el coeficiente de Gini, se encuentra que la nación con menos 
desigualdad es Sri Lanka, luego le sigue Canadá y finalmente Colombia, que como ya se 
comentó, se encuentra dentro del conjunto de países más desiguales del mundo. Esto 
simplemente refleja que el coeficiente de Gini  y el parámetro de la ley de potencia, miden 
aspectos distintos de la distribución del ingreso.
14 
 
Por lo tanto, recordando que la ley de Pareto es una medida de desigualdad sólo para la 
parte más alta de la distribución del ingreso, el 5% de la población en Canadá concentra 
menos los ingresos que los que se concentran en Colombia y en Sri Lanka. Esto significa 
que en un país como Canadá un mayor porcentaje de la población tiene acceso a recursos 
que les permite hacer distintos tipos de inversión y poder verse beneficiados de los 
retornos que este tipo actividades generan, logrando así que el ingreso disponible mensual 
no sólo dependa del salario y del consumo. 
 
                                                 
14 Sin embargo, el establecimiento de las verdaderas relaciones entre el exponente α  y el coeficiente de 
Gini, debe ser un interesante problema a resolver en futuras investigaciones.  
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En esta sección se presentaron los resultados que se obtuvieron a través de los distintos 
procesos para estimar xmin y α. Se realizó una primera interpretación de estos resultados, 
revelando que el Gini y el parámetro α no son medidas de desigualdad comparables, ya 
que: i) evalúan rangos del ingreso diferente, ii) la ley de Pareto surgió como explicación 
del sesgo positivo que se presenta en los ingresos, y iii) la ley de Pareto es una regularidad 
empírica que va más allá de la simple comparación entre los ingresos disponibles de los 
hogares. 
 
3.3  ¿Los datos se ajustan a la ley de Pareto? 
Las herramientas estimadas en la sección anterior ayudan a identificar cuál es la mejor 
forma de ajustar los datos a una distribución de potencia, pero no dicen mucho sobre si 
realmente siguen está distribución. Las dos pruebas de bondad de ajuste más usadas son la 
chi cuadrada (χ
2) y la prueba de Kolmogorov –Smirnov (K-S). La prueba χ
2 es muy 
simple de usar, pero tiene varios inconvenientes relacionados con la construcción del 
histograma, mientras que la prueba de K-S utiliza la distribución observada en los ingresos 
de los hogares.  
 
Para no cometer un juicio erróneo sobre la distribución que siguen los datos aquí 
presentados, se utiliza nuevamente el estadístico de  Kolmogorov-Smirnov para contrastar 
la hipótesis nula de que los ingresos disponibles de los hogares, en su rango más alto, se 
ajustan a la distribución de Pareto. Para esto, Kolmogorov (1933) suministró una tabla 
para su prueba estadística, la cual supone que la distribución esperada (distribución de 
Pareto) es independiente de los datos observados. 
 
En la tabla 4 se puede ver que el estadístico calculado a partir de la ecuación 10 para todas 
las regiones y a nivel nacional (columna 5),  es menor que el valor de la tabla de 
Kolmogorov (columna 6), de manera que no se puede rechazar la hipótesis nula. Hasta el 
momento se estaría diciendo que los ingresos de los hogares colombianos se distribuyen 




E Es st ta ad dí ís st ti ic ca a   d de e   b bo on nd da ad d   d de e   a aj ju us st te e   d de e   K Ko ol lm mo og go or ro ov v- -S Sm mi ir rn no ov v   
Región nX m i n Alfa KS KS Tabla Resultado ** KS Lilifoers Resultado **
Nacional 1,548 3,514,000 $      2.88 0.0382 0.0414 No Rechaza 0.0358 Rechaza
Atlántico 592 640,000 $         2.46 0.046 0.067 No Rechaza 0.0550 No Rechaza
Oriental 500 770,000 $         2.60 0.043 0.073 No Rechaza 0.0550 No Rechaza
Central 94 1,959,333 $      3.07 0.046 0.168 No Rechaza 0.1164 No Rechaza
Pacífica 520 769,000 $         2.58 0.032 0.071 No Rechaza 0.0550 No Rechaza
Bogotá 560 5,950,000 $      3.30 0.027 0.069 No Rechaza 0.0550 No Rechaza
Antioquia 208 1,184,000 $      3.15 0.072 0.113 No Rechaza 0.1164 No Rechaza
Valle 379 1,198,833 $      2.71 0.072 0.084 No Rechaza 0.0550 Rechaza
San Andres 109 1,871,500 $      2.59 0.0429 0.1561 No Rechaza 0.1164 No Rechaza
Orinoquía 84 1,466,833 $      3.23 0.0447 0.1778 No Rechaza 0.1164 No Rechaza  
** No se rechaza la hipótesis Nula a una significancia del  99% 
Fuente: ECV -2003, Dane   y  cálculos propios 
 
 
Sin embargo, no es del todo cierto que los ingresos disponibles de los hogares sean 
independientes de la distribución de Pareto, ya que los parámetros (xmin y α.) fueron  
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estimados a partir de los datos, de forma conjunta. En estas circunstancias, el estadístico 
de K-S presenta una menor tasa de rechazó que la esperada. 
 
Lilliefors (1967) suministra una tabla para contrastar el estadístico de K-S, la cual asume 
que los parámetros son estimados a partir de los datos observados, utilizando el método de 
máxima verosimilitud. Esta tabla se obtuvo con el método de Monte Carlo, el cual se basa 
en la generación de un número grande de distribuciones de potencia con parámetros 
aleatorios. Para cada caso se calculó la prueba estadística de K-S, se calcularon los 
percentiles que representan los grados de significacia de la prueba y se construyó la tabla 
que permite contrastar la hipótesis nula.   
 
En la columna 8 de la tabla 5 se presentan los valores estimados por Lilliefors, los cuales 
permiten hacer el contraste en cada una de las 9 regiones y a nivel nacional. Como se 
puede observar el estadístico calculado (columna 5) es mayor que el valor presentado en la 
tabla de Lilliefors, para la región del Valle y a nivel nacional, y por tanto, de acuerdo a 
esta prueba, se rechaza la hipótesis nula de que los ingresos disponibles de los hogares del 
Valle y a nivel nacional, en su rango más alto, se ajustan a la distribución de Pareto.  
 
Este resultado podría explicarse en parte porque la base de datos utilizada para hacer el 
estudio no es la más apropiada, a pesar de que la ECV es una base de datos representativa 
a nivel nacional. Para este tipo de estudios se recomienda utilizar bases de datos como la 
declaración de renta de las personas naturales, listas publicadas sobre las personas con 
mayores ingresos en el país, bases de datos que ciertamente incorporen la cola derecha de 
la distribución del ingreso del país. Es importante resaltar que la hipótesis nula sólo resulto 
rechazada en dos de los diez casos, lo cual permitiría inferir que en su gran mayoría, las 
regiones colombianas cumplen una ley de potencia. Sin embargo, la divergencia entre los 
resultados regionales, y el resultado nacional, plantea un interrogante que todavía no 
podemos responder. 
 
En el siguiente apartado se interpretará la ley de Pareto sobre los ingresos disponibles de 
los hogares en Colombia, a pesar de que la hipótesis nula se rechace utilizando la tabla de 
Lilliefors. Si bien la hipótesis nula no se rechaza utilizando el estadístico tradicional de K-
S y la estimación del parámetro α se hace a través del método máxima verosimilitud.  
 
 
3.4  Interpretación de los resultados 
Pareto (1897), en su trabajo Cours D'Economie Politique, argumenta que la riqueza 
depende, en cierto grado, del talento de cada persona. No todos los individuos poseen, por 
ejemplo, la misma habilidad para hacer negocios; no todos tienen un mismo nivel de 
riqueza inicial; y no todos tienen la misma suerte. En cierto grado, la distribución de la 
riqueza depende de factores que no son redistribuibles. 
 
En la gráfica 3 se presenta la curva de Pareto para los ingresos disponibles de los hogares 
colombianos mayores a $3.514.000
15. De acuerdo con el razonamiento de Pareto, estos 
                                                 
15 Pesos corrientes de 2003.  
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son los hogares que poseen cierto grado de talento, condiciones iniciales y suerte, que les 
permite posicionarse económicamente dentro de la sociedad.  
 
En la gráfica 3, se puede observar que el 5% de los hogares “exitosos” en Colombia 
poseen el 25% de la riqueza. En la sección  3.2 se comentó que Reed (2001) calculó la ley 
de Pareto para  países como Canadá y Sri Lanka utilizando el método de máxima 
verosimilitud. En el caso de Canadá el autor encontró que el  5% de la población “exitosa” 
concentra el 13% de la riqueza, y en el caso de Sri Lanka encontró que el 5% de la 






C Cu ur rv va a   d de e   P Pa ar re et to o: :   C Ca as so o   C Co ol lo om mb bi ia an no o   
 
                                Fuente: ECV -2003, Dane   y  cálculos propios 
 
 
Bajo la reflexión de Pareto esto indicaría que hay un mayor número de personas con un 
nivel suficiente de riqueza inicial, habilidad o suerte, en países como Canadá, que en 
países latinoamericanos como Colombia. Lo anterior tiene sentido si consideramos que 
Canadá es un país que tiene indicadores de calidad de vida muy superiores e instituciones 
no tan polarizadas como las que existen actualmente en Colombia. Estos son factores que 
en cierta medida promueven fuentes de ingreso diferentes a los salarios. Además, y como 
lo veremos en el modelo teórico que presentamos más adelante,  seguramente la movilidad 
social juega un papel preponderante en la persistencia de la desigualdad. Así, la mayor 
desigualdad en el segmento más rico de la población colombiana, frente a la canadiense, 
probablemente es una consecuencia de la menor movilidad social que existe en Colombia. 
 
En la gráfica 4 se presentan la distribución complementaria de los ingresos de los hogares 
en Colombia, con dos curvas de ajuste. Hemos incluido el ajuste de acuerdo con la 
estimación por máxima verosimilitud, y su equivalente a partir de mínimos cuadrados  
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ordinarios.  Es fácil ver que la curva de ajuste construida a partir del método de mínimos 
cuadrados
16 ordinarios está más distanciada que la construida con el método de máxima 
verosimilitud. Como se mencionó al principio de este artículo, este resultado no es 
sorprendente debido a los sesgos que presenta el método de MCO. Sin embargo, hicimos 
este ajuste para comparar nuestros resultados con otros ejercicios empíricos, como los de 
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                       Fuente: ECV -2003, Dane  y cálculos propios 
 
 
En el trabajo “Pareto's Law of Income Distribution: Evidence for Germany, the United 
Kingdom, and the United States”, Clementi y Gallegatti (2005b) encuentran que el  5% de 
la población más rica en Estados Unidos, concentra el 17% de la riqueza. En el caso del 
Reino Unido el mismo 5% concentra el 9.3%, y en el caso de Alemania concentra el 13%. 
En otro articulo, estos autores realizaron el mismo ejercicio para Italia, y encontraron que 
el 5% de la población más rica concentra el  27.4 %.             
 
Dado el valor α de 2.50 estimado por el método de MCO para el caso colombiano, el 5% 
de los hogares colombianos concentra el 37% de la riqueza. Este resultado muestra el 
mismo patrón encontrado en la comparación con Canadá. Los tres son países que en 
términos de indicadores socioeconómicos presentan mejores niveles que Colombia, por 
tanto mejores oportunidades para que los hogares o las personas incrementen sus ingresos 
a partir de actividades diferentes al trabajo. Además, es probable que la movilidad social 
sea mayor en estos países que en Colombia.  
                                                 
16 La regresión lineal por el método de máxima verosimilitud  presenta un coeficiente de determinación  R
2 




4.  ¿Qué causa la desigualdad? 
 
Amartya Sen (1997) argumenta que diferentes tipos de contingencias conducen a una 
variación sistemática en el ingreso, categorizadas en cinco fuentes de variación. La 
primera es la heterogeneidad de las personas (personal heterogeneities), refiriéndose a 
características físicas como la edad, el género, las inhabilidades, la tendencia a 
enfermarse, entre otras, que hacen que las necesidades entre un individuo y otro sean  muy 
diferentes. Por ejemplo, si un individuo tiende a enfermarse requerirá más ingresos 
monetarios que otro que no se enferma tanto. 
 
La segunda fuente hace referencia a la diversidad ambiental (enviromental diversities): 
diferentes climas, por ejemplo, influyen en lo que una persona puede conseguir a partir de 
cierto nivel de ingreso. 
 
La tercera fuente es la variación que existe en el clima social (variations in social 
climate). Aquí, Sen menciona la capacidad que posee un individuo para convertir sus 
ingresos o recursos en algo productivo, bajo la influencia de ciertas  condiciones sociales.  
Por ejemplo, si un individuo se encuentra en una sociedad en la que las condiciones 
incluyen una cobertura adecuada de salud, de educación, con bajos niveles de criminalidad 
y violencia, muy probablemente mejorará su situación personal, lo cual incrementaría su 
productividad vía capital humano. 
 
Una cuarta fuente hace referencia a las diferentes perspectivas que existen según la 
comunidad en la que se vive  (differences in relational perspectives). Sen con esto quiere 
hacer referencia a que las necesidades varían de una sociedad a otra dependiendo de las 
costumbres y convenciones que se tengan. 
 
La quinta y última fuente, se refiere a la distribución que existe dentro de un hogar, de 
modo que los ingresos obtenidos por uno o más miembros de este núcleo, tienen que ser 
compartidos por partes iguales por todos los miembros, tanto los que tienen ingresos como 
los que no. De modo que el bienestar de la familia en términos monetarios, depende del 
número de miembros que componga ese hogar.  
 
Con lo anterior, Sen teoriza acerca de las fuentes de la desigualdad, basándose en factores 
circunstanciales, sociales, económicos e  inherentes al individuo, que en últimas no son 
capturados por simples estadísticas. 
 
Muchas teorías se han construido para explicar la desigualdad y su relación con el 
crecimiento económico. Según Barro (1999), estas teorías se dividen en cuatro categorías: 
las relacionadas con imperfecciones del mercado de crédito, con política económica, 
malestar social y tasas de ahorro. 
 
La imperfección en los mercados de crédito es más preocupante en economías pobres, en 
las que el acceso es limitado ya que para tener un aval crediticio se requiere de algún bien  
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como garantía. Así, los hogares con pocos recursos renuncian a hacer cualquier tipo de 
inversión, abriendo más la brecha existente entre pobres y ricos. 
 
Por otro lado, las malas políticas económicas generan corrupción, haciendo que los 
recursos de la economía se desvíen en actividades de lobby y compra de votos, mas no en 
políticas redistributivas, ni en programas que ayuden a que los individuos de pocos 
recursos accedan a educación, salud, mejor trabajo, reforzando de este modo la 
desigualdad económica. 
 
La exclusión social de determinados grupos de la población motiva al excluido  a 
involucrase en actividades delictivas, lo cual genera un gasto de recursos, y haciendo que 
la productividad económica se reduzca. Se genera un malestar social y por ende, más 
inequidad,  de manera que se crea un círculo vicioso de desigualdad social. 
 
Otras teorías de la desigualdad se han enfocado en el individuo, aislándolo de factores 
macroeconómicos.  Stiglitz (1969) examina cómo la función de consumo, la 
heterogeneidad en las habilidades y la reproducción de un individuo pueden generar 
diferentes niveles de ingreso. 
 
4.1 Un modelo generador de leyes de potencia 
 
Una familia que acumule a través del tiempo, y de generación en generación, una gran 
cantidad de dinero, poder y estatus social, es una dinastía. Los Medici en Florencia 
durante el Renacimiento, los Carolingios en Francia entre los siglos VIII y X,  o los Túdor 
en Inglaterra entre los siglos XVI y XVII, son apenas tres ejemplos de dinastías que no 
sólo detentaron el poder político durante vastos periodos de tiempo, sino que también 
amasaron importantes fortunas que se fueron transmitiendo de generación en generación.  
 
La esencia del modelo de distribución del ingreso que presentamos en esta sección es que 
en la sociedad existe un conjunto de dinastías, cada una poseedora de un ingreso 
determinado, el cual nos permite caracterizarlas como familias ricas. Por supuesto, unas 
familias son más ricas que otras, y en el tiempo, dependiendo del nivel de movilidad social 
que exista en la economía, nuevas dinastías emergerán.  
 
Diferentes factores explican la rapidez o lentitud con la que emerge una nueva dinastía 
(familia rica): i) la imperfección del mercado crediticio, que en mayor o en menor medida 
genera barreras a la entrada para que familias de bajos ingresos logren formar parte del 
proceso de inversión y acumulación de capital; ii) el enfoque de la política económica, que 
en muchos casos responde a los intereses de las clases privilegiadas, en perjuicio de las 
necesidades de redistribución; iii)  la ausencia de movilidad social, materializada en la 
incapacidad de ciertos mecanismos, como la educación, para brindar oportunidades de 
progreso; iv) la naturaleza misma de la función consumo, que hace que las familias de 
altos ingresos cada vez puedan ahorrar más, y por tanto, participar en mayor medida en 
procesos en los que cuales el retorno a la inversión es creciente en la cantidad invertida. 
En nuestro modelo, estos factores jugarán un rol clave al momento de explicar la 
persistencia de la forma en la que se distribuye el ingreso.  
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Sea  i y   la riqueza  de la dinastía i, y supongamos esta riqueza es superior a cierto nivel 
mínimo necesario para considerar a una familia una dinastía. Llamemos a este nivel  0 y  , y 
por lo tanto, supongamos que  0 y yi ≥ , para toda dinastía i. En el tiempo, el dinero fluye 
entre las dinastías, pero la probabilidad de que un dólar fluya a una dinastía en particular, 
depende de la riqueza que ésta tenga, mediante un mecanismo que explicamos más 
adelante. Como dijimos anteriormente, en el tiempo nuevas dinastías aparecen. 
Supongamos que el dinero fluye a una tasa constante por unidad de tiempo. En aras de 
simplificar el análisis, supongamos que cada segundo un dólar fluye hacia una familia. 
Una vez m   dólares han fluido, es decir, una vez una cantidad m  de tiempo ha 
transcurrido, emerge una nueva dinastía. Es decir, un nuevo individuo o grupo familiar 
supera el umbral  0 y , siempre que m  dólares se hayan distribuido entre las familias que 
originalmente habían estado por encima de este umbral.  
 
De esta manera, m  es un indicador de qué tanta movilidad social existe en la economía. Si 
m  es alto, mucho dinero fluye, y por ende, mucho tiempo transcurre, antes de que una 
nueva familia pueda empezar a considerarse “rica”. Por tanto, si m  es alto, existe poca 
movilidad social e intergeneracional. Todo lo contrario si m  es bajo. Una interpretación 
equivalente podemos dar a este parámetro en términos del grado de imperfección del 
mercado crediticio, del nivel de plutocracia
17 o de la relación entre ingreso, ahorro y 
consumo. 
 
Definimos un periodo de tiempo como la cantidad de tiempo existente entre la aparición 
de una dinastía y otra. De esta manera, si en un momento determinado existen t dinastías, 
entonces en la sociedad han transcurrido t periodos de tiempo. Suponemos que los 
periodos de tiempo son de igual longitud, que como dijimos anteriormente, la representa la 
cantidad  m  de dinero que fluye entretanto. Así, en un periodo de tiempo en particular, la 
economía “genera”  m y + 0   dólares, porque suponemos que  0 y  es la riqueza con la que 
empieza la nueva dinastía.  
 
Sea  i p  la probabilidad de que el siguiente dólar que fluirá en la economía llegue a una 










De esta manera, la probabilidad de que el siguiente dólar vaya a una familia rica en 
particular, es simplemente la proporción de la riqueza total en manos de esa dinastía. Esto 
hace que dicha probabilidad sea creciente en la riqueza relativa de una familia. Los más 
ricos tienen una probabilidad mayor de hacerse más ricos, o en otros términos, la riqueza 
atrae más riqueza.  
 
                                                 
17 Es decir, qué tanto favorece a las clases privilegiadas la política económica.  
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Algunos argumentos económicos sustentarían esta hipótesis. Por ejemplo, si la inversión 
tiene presenta un proceso estocástico multiplicativo, en el que la tasa de retorno es 
creciente en el monto invertido, en el tiempo los que tengan mayor capacidad de inversión 
acumularán más. Este fenómeno se reforzaría de generación en generación si la riqueza y 
las habilidades se transmiten de padres a hijos. También, si el mercado crediticio es 
imperfecto, los más ricos tendrán una capacidad mayor de endeudamiento porque 
cumplirán con mayor facilidad los requerimientos de capital exigidos por el sector 
financiero. Este mayor endeudamiento puede significar una tasa de retorno de la inversión 
también mayor. 
 
Como la riqueza se distribuye de manera no simétrica entre las dinastías (precisamente 
como consecuencia de nuestra definición de  i p ), no todas las t dinastías tendrán el 
mismo nivel de riqueza. De hecho, llamemos 
t
y θ  a la fracción de dinastías cuya riqueza es 
igual a  y  cuando existen t dinastías (o lo que es lo mismo, en el periodo t). De esta 
manera, el número total de dinastías existentes en este periodo del tiempo es  t
t
y θ  y la 
riqueza total acumulada en la economía es 
 
∑ + =
j j m y t y ) ( 0  
 
El lado izquierdo de la igualdad es la sumatoria de la riqueza entre las familias ricas, 
mientras que el lado derecho simplemente es el número de periodos transcurridos (que en 
este modelo es equivalente al número de dinastías), multiplicado por la cantidad de dinero 
que fluye en cada periodo.  
 
Hemos dicho que entre el establecimiento de la dinastía t y la aparición de la  1 + t ,  una 
cantidad  m  de dólares fluye en el sistema. Por esta razón, la probabilidad de que una 
dinastía con riqueza  i y   obtenga un dólar en dicho periodo de tiempo es  
 












    
 
La segunda igualdad surge de reemplazar (1) el denominador del lado derecho de (2). 
Pensemos ahora en las dinastías cuya riqueza el periodo t es igual a  y . Del total de 
dinastías en este periodo, una fracción 
t
y θ  tiene este nivel de riqueza, y el número total, 
como dijimos con anterioridad, es  t
t
y θ . De esta manera, el número esperado de dinastías 
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Si (3) representa el número de dinastías cuya riqueza es  y  en el periodo t y que reciben 






decrece, para el periodo  1 + t , la categoría de dinastías precisamente con esta riqueza, 
porque ahora todas estas familias tendrán una riqueza igual a  1 + y . Pero este número de 
dinastías en la categoría  y  no sólo decrece. También crece, porque aquellas familias cuya 
riqueza en t es   1 − y , y que reciben un dólar durante este proceso, formarán parte de la 
categoría  y  en el periodo  1 + t . De hecho, el número esperado de familias ricas que 























θ θ  
 
Así, (3) y (4) representan, respectivamente, el número en el que decrece y crece la 
categoría de dinastías cuya riqueza es  y . Recordemos que nuestro interés principal es la 
distribución del ingreso entre las familias, por lo menos dentro del conjunto de las más 
ricas (que es donde empíricamente se cumple la ley de potencia). Por tal razón, nos 
interesa saber cuántas dinastías en el periodo  1 + t  (cuando hay igual número de dinastías) 
tienen una riqueza equivalente a  y . Sumando (4) y restando (3) al número del periodo t, 
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El modelo aquí presentado define un proceso estocástico en el que el número (y por ende 
la proporción) de familias con un ingreso determinado, es una variable aleatoria que 
evoluciona en el tiempo. De hecho, (5) es la ecuación maestra del proceso estocástico que 
aplica para todos los niveles de riqueza con una excepción: el de aquellas familias cuya 
riqueza es apenas la mínima necesaria para ser consideradas una dinastía ( 0 y ). De hecho, 
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La intuición detrás de (6) es simple. El lado izquierdo es el número total de dinastías en 
dicho periodo  ) 1 ( + t , multiplicado por la fracción del total que tienen un ingreso de  0 y . El 




0 θ ), más la nueva dinastía que emerge, menos el número total de dinastías 








¿Qué ocurre en el largo plazo? Es decir, como en nuestro modelo t es el número de 
dinastías, pero  a la vez es el número de periodos de tiempo, ¿qué ocurre a medida que t 
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es decir, que la fracción de familias con ingreso  y  converge a un valor fijo si t crece 
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De esta manera, la condición (7) representa la fracción de familias cuyo ingreso es apenas 
el necesario para ser consideradas dinastías, en la distribución estacionaria. Con un 
argumento similar, (5) se convierte en 
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y resolviendo, hallamos la distribución estacionaria para las dinastías cuyo ingreso es  y :  
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que es equivalente a 
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entonces, (8) se convierte en  
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Matemáticamente y por definición, si n es un número natural,  su función gamma 
asociada es
18 
                                                 
18 De hecho, en general, la función gamma es una extensión de la función factorial de los números naturales, 
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Por lo tanto, escribiendo (9) en término de funciones gamma, la proporción estacionaria de 
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Por otro lado, existe una relación entre las funciones gamma y la función beta, definida 
por  
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Es posible demostrar que 
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entonces, combinando (10) y (11), podemos escribir la fracción de dinastías con ingreso 






























Resulta interesante expresar dicha fracción de esta manera, porque una importante 
propiedad de la función beta  ) , ( b a B   es que, manteniendo constante b   e incrementando 
a, la función sigue una ley de potencia de la forma 
b a b a B
−   ~ ) , ( .  En nuestro caso, en la 














y y ~ θ  
 
De esta manera, el coeficiente de la ley de potencia en nuestro modelo es 
m
y0 2+ = α . Por 
definición, tanto m  como  0 y  son positivos, y por lo tanto α  siempre es mayor que dos. 
Este resultado es consistente con nuestras estimaciones de la sección 2. Además, dijimos 
anteriormente que cuánto más se acerque a 2 este exponente de la ley de potencia, mayor 
será la desigualdad entre los ricos. Por lo tanto, en nuestro modelo, una menor movilidad 
social (mayor m ) acentúa la desigualdad. De esta manera, diversos factores económicos 
explicarían una mayor o menor desigualdad entre los ricos,  teniendo como canal de 
transmisión la movilidad social. Por ejemplo, si el mercado crediticio en una región (o 
país) es más imperfecto que en otra(o), menor movilidad social existirá y por tanto habrá 
más desigualdad, de acuerdo con nuestro modelo. O si la plutocracia es más acentuada en 
un lugar que en otro, probablemente esto también va en detrimento de la movilidad social, 
con su respectivo impacto sobre la distribución del ingreso. Por último, si la inversión 
sigue un proceso estocástico multiplicativo, de tal forma la tasa de retorno es una función 
creciente del monto invertido, es probable que la movilidad intergeneracional sea baja, de 
tal forma que de generación en generación, el capital y la riqueza se transmiten dentro de 
las dinastías, perpetuando la desigualdad. 
 
Pero también es claro que α  decrece  y tiende a 2 conforme disminuye  0 y . Recordemos 
que este parámetro mide el ingreso con el cual aparece una nueva dinastía, o familia rica. 
Por lo tanto, cuánto más bajo sea este ingreso, mayor será la desigualdad. Si las nuevas 
dinastías empiezan con un nivel menor de riqueza, probablemente esto favorece, en el 
largo plazo, a las que inicialmente tenían un nivel alto.  
 
De esta manera, el modelo presentado en esta sección busca explicar el origen de la ley de 
potencia en la distribución del ingreso de los más ricos en una sociedad. El argumento 
básico del modelo es que la probabilidad de que una dinastía en particular obtenga más 
dinero, es creciente en su nivel de riqueza. El ingreso atrae más ingreso, de manera similar 
a cómo una ciudad grande atrae más habitantes, cómo un género con muchas especies  
tiene una probabilidad mayor de generar una nueva especie, o cómo es muy probable que 
un artículo muy citado, vuelva a serlo.    
   
 
5.  Conclusiones y Recomendaciones 
 
A partir de la Encuesta de Calidad de Vida de 2003 realizada por el Dane, en este trabajo 
se verificó si los ingresos disponibles de los hogares en Colombia, en su parte más alta, se 
distribuyen de acuerdo con la ley de Pareto. Estimando el parámetro por el método de 
máxima verosimilitud y utilizando la prueba tradicional de Kolmogorov-Smirnov, se 
encontró que no se rechaza la hipótesis nula de que los ingresos disponibles de los hogares 
se ajustan a la distribución de Pareto. Sin embargo, esta prueba no es suficiente para  
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confirmar la hipótesis nula, ya que la prueba de K-S asume independencia entre la 
distribución observada y la esperada. En este caso, los parámetros de la distribución de 
Pareto se estimaron a partir de la distribución de los datos observados en la ECV. Por lo 
tanto, fue necesario corregir la prueba utilizando la tabla de Lilliefors, la cual determinó 
que los ingresos disponibles de lo hogares en la región Valle y a nivel nacional, no se 
ajustan a la distribución de Pareto. En los ocho casos restantes no se rechazó la hipótesis 
nula. 
 
La mayoría de los estudios aplican el método mínimos cuadrados para estimar el 
parámetro exponencial de la distribución de Pareto y utilizan pruebas tradicionales de 
bondad de ajuste como la χ
2, la prueba de K-S y el mismo R cuadrado de la regresión 
lineal. Estos métodos no son los más indicados debido a los diferentes tipos de sesgos que 
se presentan en el momento de calcular los resultados. Adicionalmente, el valor mínimo 
del ingreso (xmin) debe ser estimado por algún método estadístico que no permita cometer 
ningún tipo de error. La estudios económicos referenciados, seleccionaron el xmin con base 
en el histograma construido con los datos observados de los ingresos o simplemente 
identificando un valor mínimo del ingreso a partir de políticas fiscales. 
 
A pesar de que el ajuste de la distribución de Pareto se rechaza en dos de los ocho casos 
utilizando la tabla de Lilliefors, los resultados permitieron construir una medida relativa de 
la riqueza para Colombia, encontrando que países como Canadá, Estados Unidos, Italia y 
Alemania, presentan una mejor distribución en la parte más alta de los ingresos. Esta 
medida relativa de riqueza también permitió concluir que el coeficiente de Gini y el 
parámetro α no son medidas de desigualdad comprables, ya que: i) evalúan diferentes 
rangos del ingreso, ii) la ley de Pareto surge como explicación al sesgo positivo que 
presenta la distribución del ingreso, y iii) la distribución de Pareto no es una simple 
comparación de ingresos.  
 
El análisis empírico hecho en este artículo nos permite concluir que en ocho de las nueve 
regiones colombianas la distribución del ingreso de los más ricos, se ajusta a una ley de 
Pareto. Sin embargo, y como era de esperar, esta distribución es más desigual en algunas 
regiones que en otras. Seguramente este patrón también se observa a nivel global, entre 
naciones. Por tanto, inmediatamente surgen diversos interrogantes: ¿por qué el ingreso 
sigue una distribución de potencia? ¿Qué factores económicos, políticos y sociales 
perpetúan esta distribución? ¿Por qué en algunas regiones la distribución es más desigual?  
El modelo teórico presentado en la sección 4 de este artículo intenta responder algunos de 
estos interrogantes. Tomando como dada la desigualdad en la distribución del ingreso, esta 
se mantiene porque la probabilidad de que una familia aumente su riqueza, es creciente en 
el nivel original que la familia tenga. Este fenómeno se exacerba cuánto más baja sea la 
movilidad social, cuánto más plutócrata sea el gobierno o cuánto más imperfecto sea el 
mercado crediticio.      
 
En cuánto a las recomendaciones, es necesario reconocer que la base de datos utilizada 
para hacer este tipo de estudios no es la más apropiada, a pesar de que la ECV es una base 
representativa a nivel nacional. Deberían utilizarse bases de datos como la declaración de 
renta de las personas naturales, la lista de las personas con mayores ingresos en el país, o  
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bases de datos que ciertamente incorporen la cola derecha de la distribución de los 
ingresos. Es importante resaltar que la hipótesis nula sólo resultó rechazada en dos de los 
diez casos, utilizando las pruebas más exigentes recomendadas por la literatura 
especializada. Esto representa un avance respecto a la mayoría de estudios empíricos 
realizados a nivel mundial en este campo. 
 
Sitabhra (2005) realizó la estimación del parámetro α para distintos periodos, con lo cual 
concluyó que hay una correlación entre los ingresos de un periodo y otro, y pudo hacer 
inferencias acerca de la evolución de la desigualdad. Para Colombia sería muy interesante 
evaluar el parámetro exponencial de la ley de Pareto para distintos periodos. Por un lado, 
sería posible encontrar correlaciones entre los niveles de ingreso de un periodo y otro, lo 
cual corroboraría el proceso estocástico multiplicativo en los rendimientos de los 
inversionistas. Por otro lado, sería interesante analizar la correlación del parámetro α con 
el coeficiente de Gini o algún otro indicador económico, que permita hacer inferencias 
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Apéndice  A.  Estimación del exponente α por Máxima Verosimilitud
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Considérese la siguiente distribución de potencia: 
 
α − = Cx ) x ( p 
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Dado un conjunto de datos  de n observaciones  min i x x ≥ , se quiere saber cual es el valor 
estimado del parámetro α. La probabilidad de que los datos se distribuyan como una 






















Esta probabilidad se conoce como verosimilitud de los datos dado un modelo. 
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Al derivar el logaritmo de verosimilitud con respecto al parámetro α e igualar a cero, se 
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Ln Ingreso de los Hogares






Fuente: ECV -2003, Dane   y  cálculos propios  
 